Eukleiduv algoritmus

Eukleiduv algoritmus slouzi k nalezeni nejvétsiho spoletného délitele dvou
¢isel. Jeho rozsifena verze umoznuje nalézt multiplikativni inverzi ¢isla X mo-
dulo M. Cehoz lze tieba vyuzit pro poéitdni kombinaénich éisel v moduldrni
aritmetice. Pojdme si nyni{ pojmy vedouci k Eukleidovu algoritmu postupné
vysveétlit.

1 Multiplikativni inverze

Multiplikativni inverze ¢isla X v modulu M je takové ¢islo Y pro které plati, ze
X -Y=1 mod (M).

Symbol = se nazyvé kongruence. Rika, ze zbytek po délenf (Gislem M) vyrazu
na levé strané je stejny jako zbytek po déleni vyrazu na pravé strané.

Pokud je ¢islo M prvocislo, pak ¢islo Y vzdy existuje. Pokud M neni prvocislo,
pak Y muze, ale nemusi existovat. Napiiklad pro M = 4 a X = 2 neexistuje
zadné Y, pro které by byla vyse uvedena rovnice splnéna. Naopak pro M =4 a
X =3jeY rovno 3, protoze X - Y mod M =3-3mod4 =9 mod4=1.

V tlohéach se ¢asto zadava veliké prvocislo, napi. M = 1000000007, aby
multiplikativni inverze vzdy existovala.

2 Eukleidiv algoritmus

Eukleiduv algoritmus slouzi k nalezeni nejvétsiho spolecného délitele (ged) dvou
celych ¢isel A a B. Necht A > B. Potom lze A vyjadfit ve tvaru

A=k-B+gq

kde k a g jsou cela cisla.

Uvédomme si nyni dvé véci — levd i prava strana rovnice musi byt délitelnd
ged. ged je urcité faktorem cisla B, proto muzeme nasobek B klidné vynechat.
Déle vime, ze pokud gecd déli ¢islo B a zaroven je celd prava strana délitelnd
ged, pak i zbytek ¢ musi byt nutné délitelny ged.

Proto muzeme cely postup opakovat pro ¢isla B a ¢, protoze jejich ged je
stejny, jako ged cisel A a B.

Cely postup opakujeme az do chvile, kdy ¢ je rovno 0. Hledany gcd je hod-
nota ¢isla B z posledniho kroku (tedy ¢ z pfedchoziho kroku), protoze to je
nejveétsi ¢islo, které déli jak levou, tak pravou stranu rovnice.



Piiklad 1
Naleznéme ged Cisel 46 a 51, tedy A = 51 a B = 46.

51=Fk-46+¢q
Pro koeficienty rovnice plati k = |A/B] a ¢ = A mod B
51=1-46+5
Pokracujeme s ¢isly A=B=46aB=¢q=5
46=9-5+1
Pokracujeme s ¢isly A=B=5aB=qg=1
5=5-140

Koeficient ¢ je nyni 0, tudiz algoritmus konéi, a gcd = B = 1.

Priklad 2
Naleznéme ged ¢isel 406 a 1120, tedy A = 1120 a B = 406.
1120 = k - 406 + g
1120 = 2 - 406 4 308
Pokracujeme s ¢isly A = B =406 a B = ¢ = 308

406 = 1-308 + 98
Pokracujeme s ¢isly A=B =308a B=¢=98
308=3-98 + 14
Pokracujeme s ¢isly A=B=98a B=q=14
98=7-14+0

Koeficient ¢ je nyni 0, tudiz algoritmus kon¢i, a gcd = B = 14.



3 Rozsiteny Eukleiduv algoritmus
Jestlize hledame multiplikativni inverzi ¢isla X modulo M, fesime rovnici
X -Y=1 mod (M).
Tuto rovnici je mozné vyjadrit ve tvaru
X -Y+M-L=1.

Zndme X a M hledame Y a L. Umime nalézt takové koeficienty, aby hodnota
vyrazu X - Y + M - k byla rovnha X nebo M:

X 1+M-0=X

X-0+M-1=M.

Postupnym upravovanim dle Eukleidova algoritmu nalezneme takové koefici-
enty, aby hodnota vyrazu byla rovna jedné. Poté je koeficient Y multiplikativni
inverzi ¢isla X.

Algoritmus vypoctu je podobny, jako vypocet dle Eukleidova algoritmu,
pouze si poznamenavame nékteré koeficienty navic.

Vytvorime tabulku o 4 sloupcich (viz ptiklad 3). V tabulce je vyjadieno, jak
muzeme ¢islo v prvnim sloupecku vyjadiit jako linedrni kombinaci ¢isel X a M
(tedy ve tvaru X - A4+ M - B), pficemz koeficient A je v daném fadku ve druhém
sloupecku a koeficient B je v daném radku ve tietim sloupecku. Za¢neme tim,
ze si vyjaddifme ¢fsla X a M jako linedrni kombinace éisel X a M (viz vyse).
Obecné feceno

X -A+M -B=X,

X-C+M-D=M.

Pokracujeme tim, ze nalezneme hodnotu ¢ = X mod M (za pfedpokladu
X > M, jinak prohodime X a M). Toto éislo ¢ chceme opét vyjadiit jako
linedrni kombinaci ¢isel X a M. Analogicky jako ve vypocétu Eukleidova algo-
ritmu polozime k = | X/M |, toto &islo je v tabulce zndzornéno ve 4. sloupecku.

X-E+M-F=q.
Pro koeficienty F a F plati
E=A-k-C,
F=B-k-D.

Algoritmus opét opakujeme s novymi hodnotami X = M a M = ¢ a hodno-
tami koeficientt z radku tabulky pfislusicich témto ¢islum, az do té doby, kdy
q = 0, stejné jako v zakladnim Eukleidové algoritmu.



Priklad 3

Chceme nalézt multiplikativn{ inverzi ¢isla 51 modulo 46. Resfme rovnici
51- Y =1 mod (46).

Tuto rovnici je mozné vyjadrit ve tvaru

51-Y +46-k = 1.

Obecné:
q X M k
M C=0 D=1 k=|X/M]|
g=Xmod (M) E=A-kC F=B-kD
Pro tento piiklad:
q 51 46 k
51 1 0 -
46 0 1 | X/M| =1

X mod (M)=5 A-kC=1 B-kD=-1

Nyni pokrac¢ujeme déle s tim, ze vypocet je provadén na zdkladé hodnot ve
druhém a tietim fddku tabulky stejnym zpusobem jako v prvnimu kroku:

q b5l 46 k q 51 46 k q 51 46 k

51 1 0 - 51 1 0 - 51 1 0 -
46 0 1 1 46 0 1 1 46 0 1 1
5 1 -1 9 ) 1 -1 9 5 1 -1 9
1 -9 10 5 1 -9 10 5

0

Nyni algoritmus konéi, protoze ¢ = 0. Multiplikativni inverze Y ¢&isla X je
hodnota ve druhém sloupecku v poslednim fadku, kde ¢ neni 0, tedy Y = —9.

A skutecné:

X Y =51-(-9) =—-459,
pricemz
—459=1 mod (46).

Tak jsme ovéfili, ze -9 je skutecné multiplikativni inverz{ ¢isla 51 v modulu 46.

Pomoci rozsiteného Eukleidova algoritmu je tedy mozné nalézt multiplika-

tivni inverzi. Diky ni muzeme realizovat déleni v modularni aritmetice, a tak
pocitat napiiklad velikd kombinacéni ¢isla.



